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Introduction LES NOMBRES COMPLEXES

En maths, on est amené trés fréquemment a résoudre des équations. La résolution d'équations s'est d'abord faite
dans H, ensemble des entiers naturels. Puis on s'est rendu compte que cela restreignait considérablement le
champ d'étude des équations. On a alors introduit de nouveaux ensembles : I'ensemble des nombres relatifs (&),
I'ensemble des nombres rationnels (), I'ensemble des nombres réels (IF.), ces ensembles vérifiant la relation :

HecZclBclR
L'objectif fut donc de créer un nouvel ensemble, extension de [, afin de pouvoir résoudre des équations qui

étaient impossibles dans [F.: par exemple x2=-1 . On appelle ce nouvel ensemble, ensemble des nhombres
complexes et sa notation est iL.

Les nombres complexes
1. Définition

Definition

L'ensemble T des nombres complexes est I'ensemble des nombres de la forme a + ib , avec a et b réels.
L'addition sur T est définiepar: (a +ib) + (a'+ib)=(a+a") + (b+b"

La multiplication sur T est définie par : (a + ib) x(a’' + ib") = (aa'- bb") + i(ab’ + (a'b)

Propriété
Le carré du nombre i est égala -1: i2 =-1 .
On en déduit immédiatement que i n'est pas réel.

Propriété

Les propriétés de |'addition, et de la multiplication dans [T sont les mémes que dans [E. Ainsi, pour tous complexes
z,z',z",ona:

z+2'=72"+2z zz' =277
z+0=2z zxl=z
z+ (Z+Z2")=(z+Z2)+ 2" z(z'2") = (zz")z"

z(Z'+Z") =zz' + zZz"

Remarque :
Attention, il n'y a pas de relation d'ordre dans [C. Les symboles < , > , = et & n'existent donc pas.

2. Partie réelle et partie imaginaire

Théoreme

Sia, a', b, b' sont réels, alors :
a+ib=a+ib = a=a e b=>b
a+ib=0 <= a=0et b=0

Definition

Pour tout nombre complexe z, il existe un couple unique de nombres réels (a,b) , telquez=a + ib .
a est la partie réelle de z, notée Re(z).
b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

Definition “ma
% (A

Un nombre complexe est réel lorsque sa partie imaginaire est nulle. é
Un nombre complexe est imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle. ? P
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L'ensemble des imaginaires purs est noté ilR. On a alors :

zER <« Im(z) =0 zEilR <= Re(z) =0

3. Nombres complexes conjugués

Définition

Soit z un nombre complexe, noté z = a + ib avec a et b réels. On appelle conjugué de z le nombre complexe a -
ib , noté =.

Toute expression complexe admet un conjugué, appelé quantité conjuguée.

Propriété

Pour tout nombre complexe z, le conjugué de Zest z
Onaalors Z =z

Propriété

Un nombre complexe z est réel si et seulement si z = =.
Il est imaginaire pur si et seulementsi z = -Z=.

Propriété
Pour tous complexes z et z' de ', on a les propriétés suivantes pour les conjugués :

z+z =7z +Z¢ z -z =z -

J— —_— n
zz =z ¢ z" :(z:l

pour ' # 0 (%): z

Module, argument et forme trigonométrique d'un complexe non nul
On rapporte le plan orienté a un repére orthonormé direct (O, , ). L'ensemble des vecteurs du plan est noté V.

1. Module d'un nombre complexe
Definition

Le module d'un nombre complexe z = a + ib , avec a et b réels, est le nombre réel positif :

o at + b

Le module de z est noté |z| .

Géométriquement, le module de z est la distance entre I'origine du repére et le point M(2) : |z| = Il

Remarque :
On déduit facilement de ce qui précéde que le module d'un nombre complexe peut s'écrire :

|z = 'z =

Propriété

Pour tous complexes z et z' de [, on a les propriétés suivantes pour le module :

|z|2=2z%Z lz| = |-z| = |Z]

|zZ'| = |z| |2 [z"] = |z|

pu:uurz#tl,|l|=i pu:uurz'#tl,|£,|=¥
= =] z [2']
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Propriété
M{z+z") “ma,
M(zZ) 6. g
v M(z') ?, =
o pES
Pour tous complexes zet z' de [, on a :

|z +2'| < |z| + |Z']

2. Argument et forme trigonométrique d'un nombre complexe

Pour tout nombre complexe non nul z d'image M, on appelle argument de z I'angle (i, 0 ).
On note arg(z) I'argument de z : arg(z) = (U ,0M)

Théoréeme
Pour tout couple de réels (p,8) , il existe un unique nombre complexe z tel que |z| = p et arg(z) =8 . z peut alors
s'écrire :

z = p(cosB + isinf)

Formule

Comme on a, pour tout nombre complexe z non nul d'argumentB8, z =Re(z) + iIm(z) et z=|z| (cosH
+ i sin B) , on en déduit :

cos A = Re(z) sin A = imiz)
|z| |z|
Définition
Soit un nombre complexe z.
z=a + ib estla forme algébrique de z.
z = p(cosf + isinA) estla forme trigonométrique de .
Propriété
Pour tous complexes z et z' de complexes non nuls, on a :
arg(zz') = arg(z) + arg(z')
arg (%J = arg(z) — argiz")
Propriété
M(z)
M(Z)

On a pour tout complexe z non nul d'argument B:
arg(-z) =8+ m

arg(z) = -
Propriété
Soient deux complexes z non nuls z et z' d'arguments respectifs Bet i'.
On az = z'si et seulementsi |z| = |Z'| etB=#
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L'exponentielle complexe : applications et intéréts
1. Notion d'exponentielle complexe

| ]
.
SWey
Definition Q @
Pour tout réel B, désigne par el le nombre complexe de module 1 et d'argument A: ‘; ‘s
el = cos(B) + i sin(B S
8) + i sin(®) Y <

*, NN,
® o
Propriété lll 05\
Pour tous réels BetB' , on a :
eiI:EI+E']| = eif i

Remarque :
On a pour I'exponentielle complexe les mémes regles de calcul que pour les exposants et I'exponentielle réelle (eX)
:elB-8) — B/l orc

Propriété
Pour tout réel 8, on a :
E_1iE - g = i
Propriété
Pour tout nombre complexe non nul z, avec p = |z| et B= arg(z) ,on a:
z=pe®
Propriété

Pour tous réels Betf’, on a :
re =rel < r=r et B=8+ 2kn (avec kEZE

2. Applications et intéréts de I'exponentielle complexe
L'exponentielle complexe permet de calculer dans Cavec beaucoup de facilité. Elle permet aussi de retrouver

certains résultats trés facilement : par exemple, el el = e”:E'*E':' donne tout de suite arg(zz') = arg(z) + arg(z') et
ainsi de suite ...

L'interprétation géométrique du produit de deux complexes se fait par exemple trés facilement avec I'exponentiell¢
complexe alors qu'elle demande de lourds calculs pour le montrer analytiquement.

Formules d'Euler (Introduction, 1798)
On a pour tout A réel :

cosf = ——— sin A =

Formule de Moivre (1722)
Pour tout réel Bet tout entier relatif n , on a :
(cosB + isinB)" = cos (nB) + isin(nA)

Remarque :
La formule de Moivre n'est autre que la transcription de (e“e')n =e

L'exponentielle complexe et les formules d'Euler et de Moivre permettent de démontrer trés facilement de
nombreuses formules de trigonométrie. Elles sont d'ailleurs trés importantes pour linéariser des expressions
trigonométriques polynomiales (ce qui permet ensuite d'intégrer sans difficulté, par exemple ...)

imfl 1

Exercice n° 01
1°/Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
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euz 3D 282 (64i2) (50D 5

2°/ Déterminer, dans le plan complexe, I'ensemble des points M d'affixe z tels que :

. z+1i+1
® |z+i| =|z+1|. o ——— €IR.
Z—1
iz-1 o - -
® ——— estimaginaire pur. ® 2z +z+2z=3 .
z+21

3°/S0it 2=5 (Y2 +42 +iv2 -2 ).
Calculer z2 et donner la forme trigonométrique de z2.

4°/ Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

33 +iv6 . : . .
0z - = Y- 0z, =(1+i 1+3)+i(3-1)] ® z3=1+cosO +isin® ®7,=c0s 20 +icos’O
NN 2=(1+i)[ ( )+i( )] 3 4
® 75-35inO +i(l+cos ©) ; Be IR 026:.;;avec GEIR\{E-‘:-kI'[,kGZ}
1+itg6 2

Exercice n® 02
(0, U, V] est un repére orthonormé direct du plan P.
(z+2')

7z'

eR" .

1- zet Z sont deux nombres complexes de module 1. Montrer que Z =

2- A et B sont deux points d'affixes respectives non nuls a et b.
Soit G le barycentre des points pondérés (A, |b| ) et (B, |al ).

a- Donner l'affixe Z' du point 6.
12

b- Montrer que _b est un réel positif.
a

c- Déduire que (OG) est la bissectrice intérieur du secteur [OA, OB]

Exercice n° 03
Soient n € IN* et a e C tel que Re(a) # O et Im(a) # 0. Soit z un nombre complexe.

a- Montrerquesi:(z+a)"=(z+ a)" alors zest réel.
b- Montrer quesi (z+a)"=(z- a)" alors zest imaginaire pur.

Exercice n® 04
A- 1°/ Soit z € C, montrer qu’on a :

e |l-iz|=[l+iz| = zeIR; o |z|=[l+z]| :>ili’e(z)=%

2°/ Soit u = \/2\/2_ (1 - i).

a) Calculer u? et u* et déterminer le module et un argument de u*.

b) En déduire le module et un argument de u .

c) Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z tels que | u.z | =8 .

B- On désigne par A et B les points d'affixes respectives (-i) et 2i

. Z—2i
Soit f I'application du plan P\{A} dans P, qui & tout point M(z) associe le point M'(Z') tel que z' = | .

Z+1
1- Déterminer I'ensemble des points invariants par f de P\{A}.
2- Déterminer les ensembles suivantes :
a- E1 = {M(z) eP\{A} / Z' est un imaginaire pur}.
b- E2 = { M(z) eP\{A} / Z est unréel}.
c-E3=(M2) (P\{A} /| Z|=1}.
Exercice n°05
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1° Soit dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (O, u,V) les points M, A et B d'affixes respectives

z-4-21

z,4+2iet-2-i.0Onposepourz #-2-i; Z= -
z+2+1
a) Donner une interprétation géométrique de | zZ | etarg Z

b) Déterminer et construire les ensembles suivants : ® E = {M¢z)/ | Z | =1} oF={Mz)/Z €lIR }
0G={Mzy/argZ = g [21'[]}

2/ Donner la forme exponentielle des hombres complexes suivants :

jas

021:-2(1+i)(1-i\/§) 2z ®z3-cos B-isinB;(0elR ) 024:-3612.

Exercice n° 06
X,y et z sont trois nombres complexes de module 1 et fels que x +y+z=1;xyz=1

1
Montrer que —+—+— =1 ; endéduire x ,y et z. Montrer que : |x +y +z| = |xy + xz+yz |.
X y z

Exercice n° 07
On considére les nombres complexes -1+i , 3(1+i) et 2.
1- Ecrire ces nombres sous forme trigonométrique .
2- On désigne par a, b et ¢ ces 3 nombres de fagon que |a| < |b| < [c] ;
et par A, B et C leurs images respectives dans le plan (P) muni d'un repére (o,u,v).
a- Placer les points A,Bet C.
b- Montrer que le triangle obtenue est rectangle et isocele .
3- Soit f l'application de (P) dans (P) qui a tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' telle que : ' = 2iz + 1 -2i .
Soit A, B' et C' d'affixe respectives a', b’ et ¢’ les images par f des points A,B et C.
Déterminer d'b' et ¢'. Placer A', B' et C' dans le plan (P). Quelle est la hature du triangle A'B'C' ? (Justifier la réponse ).

Calculer w = —b :Ecrire w sous forme frigonométrique .
C j—

En déduire la valeurs de B'C'/BC et une mesure de I'angle (BC; B'C'] que peut-on dire des droites (BC) et (B'C)) ?

Exercice n® 08
Soit le nombre complexe zo =1+ iV3.

1°/ a) Donner la forme trigonométrique de zo .

It
b) Montrer que pour tout n €INona: zo " +(20)" =2""" cos (ng)

2°/ Soit Z=1-4/3 - i(1+/3) .
pus
a) Montrer que Z = V2 et
b) Donner alors la forme trigonométrique de Z.
P n . i
c¢) En déduire les valeurs de cos (75) et sin (75 ).

Exercice n®° 09
Soit z un nombre complexe non nul (z = x +iy) ; Z son conjugué M |'image de z dans le plan P de repere orthonormé (o, i, j)
2z-1
22

Montrer que réel<z=z0u,2z2z2=2+z
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soit réel.

2- Déterminer puis représenter |'ensemble des points M tels que

3- Onsuppose que 2ZZ =Z+Z . Calculer|z| et en fonction d'un argument 6 de z.

Exercice n° 10
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (o,i,j), on considere |'application f de P\{O}dans P qui a tout

22-9

point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' =

On désigne par A et B les d'affixes respectives ( 3i) et (-3i).
1-a) Déterminer les points invariants par f.
b) Montrer que : Z' est imaginaire pur << M', A et B sont alignés .

_ L, 743 7+3i Y
c) Montrer que si z # 3i alors on a I'égalité — = - | .
z'-3i z-3i

d) Justifier que : (M "AM 'B) = Z[I\/TA, lVTBj[Zﬂ]
e) En déduire I'ensemble des points M pour lesquels z' est imaginaire pur.

V4
2- Soit @ unréel de l'intervalle }O,E{

a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes z; et z affixes respectives des points M; et Mz antécédents du
point M' d'affixe (3sin@) par f.

b) Montrer que les points A, B, M1 et Mz sont situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

c) Préciser la nature du triangle BMiM:.

Exercice n° 11

z-1
Pour tout nombre complexe z#1,0n pose z'= = 1 .soient A,B,Met M’ les points d'affixes 1,-1,zet Z.
Z —_
1°)
a) comparer |z-1| et | Z -1|. En déduire |Z'|. % )
b) en déduire I'ensemble des points M’ . \'\Mea,
z'+1
2°)onpose : K=——
z-1
Z2+2-2

Montrer que K= .'en déduire que k est un réel .

(z-1(z-1)
3°) Montrer que les vecteurs AMetBM ' sont colinéaires.
4°) En déduire une construction du point M’ connaissant M .
Exercice n°® 12 :
Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé (o,i,j) on considére les points A ,B ,C et D d'affixes respectives -2i,
4-2i,4+2i etl
1°)
a) placer les points A B ,C et D sur une figure (unité 2cm ).
b) Préciser la nature du triangle ABC.
z-4+2i

2°) on désigne par f l'application qui a tout point M d'affixe z et distinct de A associe le point M' d'affixe z'= o
2+ 21
oh pose z= X+iy .

a) déterminer la forme cartésienne de z'.

b) déterminer I'ensemble des points M tels que |z'|=1.

c) déterminer I'ensemble des points M tels que Z' soit réel .

d) déterminer I'ensemble des points M tels que Zz' soit imaginaire pur .
39

a) montrer que (Z-1)(z+2i)=-4

b) en déduire que DM.AM=4 et (i, DM ')+ (i; AM )E 72'[272'] )

c) Déterminer I'image du cercle (C ) de centre A et de rayon 2V2 par f .
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- - T
d) Déterminer limage par f de la droite (D) passant par A et de vecteur directeur U vérifiant (T, U ) = —[27Z].

8

Exercice n® 13:

Soit (o,u,v) un RON direct du plan complexe P .soient A, I, et B les points d'affixes respectives 1,2et3. on désigne par
22-3

P'=P\{I} et par f I'application F :P'— P', M(z) — M'(2) tels que z'= 5
Z —

1°) Déterminer I'ensemble des points invariants par f .
2°) Montrer que f est bijective et définief! réciproque de f .
3°) Exprimer z'-2 en fonction de z .
4°)
a) déduire l'image du cercle C de centre I et de rayon r par f.
b) Montrer que (u, IM ')E —(u, IM 127[]. Interpréter géométriqguement ce résultat .
c) Soit z € C tels que z-2=¢" .déduire une construction du point M’ image de M(z) par f .
5°) a- on suppose que M P/{A,B}. Montrer que 1-2 = —1—2
3-z" 3-z
b-interpréter géométriquement ce résultat.
c- Montrer que si M appartient a la médiatrice de [AB], il en est de méme pour M’ .
Exercice n® 14:
(0,0,V) 1 RON direct du plan complexe P. soit f : PP, M(z) — (Z') tel que z' = (1+i) z +2.
1° / déterminer I'ensemble (E)= {M (2), |Z|=/2 }.

i T
2°/ on suppose z = \/E e'’ O¢elo, E ]. Donner la forme trigonométrique de z' .

3°) montrer que f possede un seul point invariant noté A .
z'-z i
o =@ 2 endéduire la nature de triangle AMM' est une construction M’ .
1—-2Z

4°) on suppose Z #2i. Montrer que

2 )
5°) soit I'homothétie h de centre A et de rapport % .VMeP , on pose M; = h(M) avec M1 (z1)et ﬁ%))‘m Q

a) exprimer z; en fonction de z
b) soit g=foh. Montrer que g est une rotation que I'on caractérisera.
c) en déduire que f est la composé de 2 applications que l'on précisera.
EXERCICE n° 15
2i

Pour tout point M du plan complexe d'affixe z # - i, on note M’ le point d'affixe z' = ==
Z-i

T
z -1
1°/ Ecrire Z' sous forme exponentielle pour z = 1 puis pourz=e ©.

2°/ Déterminer I'ensemble E = { M) / Z' est réel }.

3°/ Montrer que | z' | = . En déduire que si M appartient au cercle de centre A(.i) et de rayon 2 alors M  appartient

2
|z+i|

a un cercle fixe que I'on précisera.

4°/ Trouver une relation entre arg (z' ) et arg (z +1i ). En déduire que (AM) i (OM).
EXERCICE n° 16
1°/ Soitu=e'®avec ® € ] 0,2n [ .Déterminer le module et un argument du nombre complexe z tel que : u = ;;’i .
2/ Soit 22 S M 1 1icotq ©
Soit z = o1 ontrer que z = z-ilcofg§ .

3°/SoiT6€]-H,1‘I[eTz= %(1.,.61'9) 2
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0
a) Calculer (1+ e®)e 2, en déduire que arg (1 + &) = % [2mt] .

b) Calculer alors | z | et arg z.

EXERCICE n° 17
Soit a un hombre complexe.
Déterminer I'ensemble des points M du plan d'affixe z tel que (z —a).(z —a) = aa.

EXERCICE n° 18
20
1°/ Soit j= e 3 . Donner la forme exponentielle de j2, j* et 1+ j.

2°/ Soit les nombres complexes ab et c telsque :a+b j+c j?=0.  Montrerque: |a-b|=|b-c|=|c-a].

3°/ Déterminer la forme exponentielle de (1+ j)2et (1+j)>.
n
4°/ On pose Sy = Z(1+J)k )
k=0

fus jnm
a) Montrerque Sp=e3-ie ¢ .

b) Ecrire S, sous forme exponentielle.
EXERCICE n° 19

Soitz€C.  Montrerque (E +12)° - (E —7)? est réel.
EXERCICE N° 20

2
yA
Soit ze C\ {3}.0npose Z = = . Déterminer et construire I'ensemble des points M (z) tel que Z soit réel.

EXERCICE N° 21

1Z
OnposeZ = -
Z+2i

a) Zsoit réel.
b) Z soit imaginaire pur.

Déterminer I'ensemble des points M (z) tel que :

c) |Z|:1. .
d ZelRr,. ‘\\Mea,,
e) |Z|=2.

EXERCICE N° 22

Résoudre dans C I'équation : z° — 2iz=0. Soient O, 4, B C les itacges dans le plan complexe muni d'un RON (O, U, V)

des solutions obtenus. Montrer que ABC est équilatérale.
EXERCICE N° 23

On pose j=—%+i§eff(z):z+ 122

1) Vérifier que| j| =letj* = ]puis montrer que j° =1.

2) Endéduire les valeurs de j" avecn € IN .

3) MontrerqueVz e C |f(Z)|2 —2|Z|2 =2Rel(jz%).

4) Montrer que [12 f (Z)]E IR.

5) Définir l'application T o f(z)puis f o f o f(z). Endéduire f"(z) = fofof...of,nelIN".

nfois

EXERCICE N° 24
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Dans le plan complexe rapporté a un ROND (O, G, \7) , Soit M le point d'affixe z et N le point d'affixe f (z)

avec f(2) = 3+4i Z+%E.
1) Déterminer I'ensemble D = {I\/I (2);f(2) = Z}.
P > f(z)-z
2) a) Exprimé a l'aide de z et Z le nombre complexe @ = ﬁ
+

b) En déduire quea € IR.

¢) En déduire que N appartient d la droite A, passant par M et de vecteur direcTeurl_j +2v .
3) a) Montrerque f o f(2)=1f(z2),vVzeC.

b) Montrer que le point N est le point d'intersectionde D et A, .
EXERCICE N° 25

Le plan complexe est rapporté a un ROND (O, l_j, \7) )
On considére les points A (2i),B (6 +2i)et T :P —> P

M (z) > M'(z') tel que z'=(%+%Dz +1+1.

1) Onpose Z =2e"avecl € [7[,27[]. Mettre z' sous la forme trigonométrique.

2) Montrer que A est 'unique point invariant par f.
3) Dans la suite on pose M# A.

1 .
a) Montrer que AM'= —— AM et (AM, AM") = %[27:].

V2

est imaginaire pur puis interpréter ce résultat.

Z2'-2i

b) Montrer que

c) En déduire une construction géométrique du point B'= f (B).
EXERCICE N° 26

Dans le plan complexe rapporté a un ROND (O, U, V) . On considére les points A (2i), B (2).
1) Déterminer lensemble E ={z € C;|z—2i|=|z-2]}.

2) Montrerque Ze E = Arg (z-2i) + Arg(z—2) = %[27[] A f\‘\“m Cn
3) Endéduirequeze E =2z = iz.
4) 0N pose pour tout z = 2 z'=Z_'—22I etz = 2i.

Z -

a) Vérifier que ArgZ=Arg (z-2i) + Arg(z— 2)[27[]
b) En déduire que si M (z) € méd[AB]alors Z' = i.
c) Déterminer I'ensemble F = {I\/I (2);z'e iIR*}
5) Soit(E):z.(z—2i)° =z.(z—2)°.
a) Montrer que si z est une solution de (E) alors z€ E.
b) En déduire les solutions de (E).
EXERCICE N° 27
Dans le plan complexe rapporté a un ROND (O, G, \7) . On considére les points A (1), A’ (-1), B (i) et B' (-i) et & tout point M
(z)de P\{A, A", B, B} on associe les points M1 (z1) et Mz (z2) tel que les triangles BMM; et AMM: soit isoceles et rectangles

avec (M,B,M,M) = (M,B,M,M)[27]= %[m],

1+i 1-i .
1) Montrer que Z; Z%I(Z +1)etz, ZTI(Z +1).

2) Déterminer et représenter 'ensemble des points M (z) pour les quels OM; = OM..
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2
3) Montrer queOM, =M M, < |Z —1| =2.
4) Déterminer et représenter I'ensemble des points M (z) pour les quels OM; = MiM2.
5) En déduire les points M pour les quels OMiM: est un triangle équilatérale.
6) Soitf:P—>P M(2) > M2 (z2)
a) Déterminer les points invariants par f.

AMzngM

b) Monterque f(M)=M, &

A

_

(AM, AM,)) = —=[27]

T
4
EXERCICE N° 28

Dans le plan complexe rapporté a un ROND (O, U, V) . On considére les points A (-i), B (i) et C (1 + ).

.z
A tout point M (z) on associe le point M’ (Z') tel que Z' = —.
Z+1

1) Déterminer et construire les ensembles suivants :

D={M(2) e P;|z]|=1}:¢ = {M(z) e P;z’cilR}et A= {M(z) e P; ¢ IR}.

i A L2 T
2) Montrer que si M# A et M# O alors (MA, MO)E(U, oM ')» 5[272'].

3) En déduire I'ensemble décrit par M lorsque M' décrit la droite (OC).
4) Quelle est la nature du triangle MAO lorsque OBM' est équilatérale direct.
EXERCICE N° 29

Le plan est mené d'un R.O.N (O, U, V). A tout point M (z) avec Z # 0, on associe le point M (z")(re‘“ﬁ L7
\\‘ 9‘)

NI~

A. On note par a un argument de z et a' un argument de z'.
1) Déterminer la relation entre a et d'.
2) Endéduire que les points O, M et M’ sont alignées.

— 1
3) Démontrerque:Z'+l==(z-1).
z

B. Onnomme A et B les points d'affixes respectives 1 et -1.
On désighe par C le cercle de centre A contenant le point O, et par * le cercle  privé de O.
1) On suppose dans cette question que le point M appartient a C*.

a) Justifier 'égalité :|Z —1| =1
b) Démontrer que|Z'+]4 = |Z'|. Interpréter géométriquement cette égalité.
c) Déduire de ce qui précéde une construction géométrique du point M'a partir du point M.

2) Le point M étant un point du plan complexe d'affixe z non réel. On nomme M son symétrique par rapport & l'axe
des réels.

7'+ -
a) Calculer —1 en fonctionde Z .

1 A

=+ _—
b) Exprimer alors 'argument de'_l en fonction de l'angle (M; A, M B).
Z —

c) Comparer les angles (M—lA, Wé) et (m, WB) .
d) Démontrer que M'appartient au cercle circonscrit au triangle AMB.
Exercice 30
Le plan complexe P est muni d'un R.O.N.D (0,i,j). On considere la suite des points M, d'affixes respectives z, définies par:
Z,=8
_1+iv3 ,

n+1 n?
4

vn e IN
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+1
Mettre T sous forme trigonométrique.

2-a- Placer dans le plan P les points Mo , M1, M2 et M3

b- Calculer z, en fonction de n. En déduire les valeurs de n pour lesquelles M, appartient a la droite des abscisses.

. . Zn+l B Zn
3-a- Pour tout entier naturel n, calculer les quotient —————
Z

n+1

b- En déduire que le triangle OMyM.1 est rectangle et que MaMn.1 = \/§ OMn.1.

Exercice 31

i
I
A tout point M du plan complexe d’ affixe z # € % on associe le point M ‘ d’affixe z’ tel que z’=f (z ) =

i ,5u
1°/ a) Montrer que: ie -1 =+/3 e ©

+ 11
i
b) Mettre sous forme exponentielle le nombre complexe :i- € 6
¢) En déduire que f(i) = +/3
2°/ Montrer que si | Z | =1 alors 2’ est réel.
i1
3°/ Dans cette question, on suppose que | Z | =1,z#e 6.
s I
o
e 6
a) Mettre sous forme exponentielle le nombre complexe : - —— .
o
3
e’ -1

i

et
b) Calculer (z’ - € 6 ).

i1 I I Yy

6 3 5, o6
c)Montrerque: (z- € ° )(Z+ e ®)=1-e°+e®@z-2).

d) Démontrer que le nombre complexe : —————— est réel .

I
L
4°/ Prouver que : € 3_1=e 3 Résoudre , dans C, I'équation f (z) =z .

EXERCICE 32
Soit n € IN et ( E) I'équation : (z +i )™ =(z - i )*™!,

1°/Montrer que les solutions de (E) sont de la forme : zy = cotg (% ). kE{1,2,.,n}

n
2°/ @) Soit x € IR".. Montrer que I'équation: (VX +1)%*=(4/X —1)2" peut s'écrire sous la forme : z (-1 ]k
k=0

2k+1 -
C x" k. 0:
2n+1

€]
b) En déduire que si zxest une solution de (E) alors z2 est solution de (1)
n n
km n(2n-1 1
c) En déduire que Z cotg?( )= ( ) . Calculer alors T, = Z —_—.
i 2n+1 3 ~ ., kmn
= =1 sin?(———)
2n+1
3°/a) En utilisant que : sint <t <tgt; pour tout t €] 0, ke [ Montrer que : cotg?t <l <— 1
2 2 sin?t
n
1
b) Trouver alors un encadrement de la somme : L , = Z —.
k=1 k2
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: n?
¢) Endéduire que lim L,.—
n—>+o0 6

EXERCICE 33:
P est le plan complexe rapporté a un RON direct (o0,i,j), 6 est un réel de ]— T, 7[[ et M le point du P d'affixe
2= ———(cos@+isin 0)
1+ cos(6)
sin 6 o cosé 1 1,0 L .
1 - Montrer que pour tout 6 de ]— 7T, 72'[ ,———tg— et ———— ==———t0g%?— en déduire que lorsque 0 varie dans
l1+cos@ "2 1+cos@ 2 2~ 2

]— T, 72'[ le point M décrit une courbe I' dont on déterminera une équation

2 - Soit f I'application de P \{O} dans lui-m&me qui, au point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' =

N ||~

a- Exprimé |'affixe z' de M' = f(M) en fonction de 0 et |'écrire sous forme exponentielle

1
b- Soit m' le point de P d'affixe a = cosO ( cos0 +i sind). Montrer que m' appartient au cercle (C) de centre I d'affixe E et

de rayon —.
2
¢ - Montrer que les points O, M\, M' et m' sont alignes

5
d - Calculer I'affixe du vecteur M'M " puis la distance m'M'. Expliquer comment on peut construire M' & partir du point m'
de (C). .
EXERCICE 34: ‘\\Meo.
1+z
Onpose Z= ——.
1—Z
1) déterminer |'ensemble des points M d'affixes z tells que Z est réel.
2) déterminer |'ensemble des points M d'affixes z tells que Z est imaginaire pur.
3) déterminer |'ensemble des points M d'affixes z fells que Z=1.
4) déterminer |'ensemble des points M d'affixes z tells que |Z]|=1.
5) déterminer |'ensemble des points M d'affixes z tells que |Z|=2.
Exercice 35:
Dans le plan complexe rapporté a un repere ortho normal (o,u,v), on considére la suite des points M, de coordonnées (xn,yn)
définie par récurrence de la maniére suivante : le point M, de coordonnées (xo,y.)est donné, et pour tout entier naturel n :

1
Xn+l=_5yn +1
L1
n+l 2 n 2

1- Démontrer par récurrence que, si M, est le point Q(1,0), pour tout entier naturel n, My= M.
2- Déterminer les points M1, M2 et M3 en prenant pour M, le point de coordonnées (5,4).
Placer les points Mo, M1, Mz et M3 Montrer que les droites (MoM:) et (M2M3) sont paralléles.
Montrer que les droites (MoM2) et (MiMs) sont perpendiculaires.
3- On se propose de généraliser les résultat précédents
On suppose que le point M, fixé est distinct du point ©(1,0).
soit 2, = Xn + yn, I'affixe du point My.
a- Montrer que pour tout entier naturel n: znq= 3 iza+1- 3 .
On pose Z, = zn -1. Démontrer que pour tout entier naturel n: Zpi= 3 i Zn
b- On note dy la distance de Q @ Mn:  dn = QM. Calculer d, en fonction de n et de d..

c- Déterminer une mesure de I'angle |\ QM ; QM ., |. Que peut-on dire des droites (MnMn.2) et (MniiMn.3) ?

a- Montrer que pour tout entier naturel n: zna - 20 = Zna-Zy et Znz-Zn2=-% (Zn1-2Zn)
Exercice 36:
2iz -5

Soit A @) et fiP\(A} > P\{A} /MD)W @) /7=~ —.

a) Trouver les points invariants par f.
b) Montrer que f est bijective ; trouver f
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c) Monterquesizz 2iona: |z -2i||z-2i|=9 ,Endéduire Iimage par f du cercle C de centre A et de rayonr .
EXERCICE 37 :

On considére dans C I'équation (E) : (i - 1)z% - 2i (m + 1)z +(1 + i)(m? +1) = 0. O4 m est un paramétre complexe.
1°/Résoudre dans C I'équation (E). On désigne par z; et z, les solution de (E).
2°/Déterminer les formes trigonométriques des nombres complexes m pour lesquels (E) admettent deux racines inverses I'une de l'autre.
3°/Soient A, B et C les points du plan complexe d'affixes respectives :
(1-i) , z1 et z2. Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocele en A.
EXERCICE 38:
Soit dans C I'équation (E) : 22 -2 z+ 2 sin?0 - 2i cos © Sin©=0. ol B E] 0,11 [
1°/a) Vérifier que : 1-2 sin?@ +i sin 2 © = %®,
b) Résoudre dans C I'équation (E) . On note z' et z" les solutions de (E).

2°/a) Ecrire 7' et 2" sous formes trigonométriques.

|
b) Soit Z = % Déterminer la forme cartésienne de Z.

c) Déterminer I'ensemble des points M d'affixe Z quand 8 vari sur ] 0,1'[[.

EXERCICE 39 :

| m, 16+
1°/ Montrer que pour tout réel 0 ona:e®-i=2cos (=-—)e 2 * .
2 4
2°/ a) Résoudre dans C I'équation (E) : 7% - (2cos B+i)z +1 -sinB+icos®=0; ol B € [0, %[

b) Ecrire les solutions de (E) sous formes exponentielles.

—

3°/a) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, V) ,on désigne par M; et M; les points d'affixes

respectives : z;=cos O +isin O et z, = cos O +i(1-sin0). Déterminer I'ensemble des points M, lorsque O vari dans [0,%[

b) Soit M le symétrique de M; par rapport & (Ox). Calculer I'affixe du vecteur MM en fonction de 6.

c) En Déduire que M est I'image de M; par une translation de vecteur U que l'on précisera.

4°/Déterminer la valeur de 8 pour laquelle le triangle OM:M; est rectangle en M;.

EXERCICE 40:

1°/ Vérifier que pour tout © €TRona:1+sin20 =(cosO +sinO ).
IT It
2°/Soit (Eo) I'équation complexe : (1 + i) z2- 2 (cos 0-sinO )z+1-i=0: avec 0e ]—E E [, Z et z" sont les solutions de (Ee).

a) Sans calculer z' et 2", montrer que z'z" = -i .
Déduire une relation entre argz' et arg z".
b) Résoudre dans C I'équation (Eg) et écrire z' et 2" sous formes exponentielles.

c) Préciser la valeur de pour laquelle z' = 2" et calculer z' sous forme algébrique.

3°/ On note M et M" les points images respectivement de z' et de z" dans le plan complexe muni du repére orthonormé (O ,a,v ) .

a) Vérifier que : 2" = - i Z'. En déduire que M" est I'image de M’ par une symétrie orthogonale d'axe D que I'on précisera.

b) Déterminer les réels O pour lesquels OWM” est un triangle équilatéral.

Exercice 41:
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Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé direct (o, u, v); soit A le point d'affixe 1 ,a tout point M d'affixe Z

Z+iz
tel que Z distinct de 1, on associe le point M' d'affixe Z' tel que Z'= 1
Z —

1°) Déterminer I'ensemble D des points M de P/ {A} tel que Z' =0
2°) Déterminer I'ensemble I des points M de P /{A} tel que|Z'|=\2

3°) a) Montrer que (Z-i) (z-1)= Z—1.
b) Soit B le point d'affixe i. En déduire que pour M 2 B et M'2 Bona: BW.AM = BM et

[a; B J _ (A—I\;IﬁJ . [B—M’;aj[zﬂ]

a- Soit M un point du centre C de centre A et de rayon 2 tel que (u, BM) = o (2r) construire le point M'.
Exercice 42:
Le plan complexe étant rapporté au RON D (O,u ;v), on donne les points A(-1) et B(-1).
I —iz
A tout point M(z), on associe le point M'(Z') tel que 2= ——
+Z

1°) montrer que : |Z'|=1 < z imaginaire pur.
2°) on suppose Mz Aet Mz B :

a) Montrer que arg z' =- % + (m, W?;J (2M)

b) En déduire I'ensemble des points M(z) tel que z' soit imaginaire pur Im(z')<O0.
3°) Soit dans C I'équation E : (i-iz).?(1-i) = (1+2).(1+i) et soit z une solution de E
a) Montrer que z est imaginaire pur

_ T I—iz i(%—m)
b) on pose z=i.tga avec o e |[——;—| .Montrer que =€ ’
2 2 1+z2

¢/ Résoudre alors I'équation E (on donne tg I1/8 =V2-1).
Exercice 43:
Le plan complexe étant rapporté au RON D (O,u ;v), on donne les points A(-1) et B(-1).

I —iz
A tout point M(z), on associe le point M'(Z') tel que z'= 1—

+Z
1°) montrer que : |Z'|=1 < z imaginaire pur. ;
2°) on suppose Mz Aet Mz B ‘\\Mo.,

a) Montrer que arg z' =- % + (m, W?;] (2M)

b) En déduire I'ensemble des points M(z) tel que z' soit imaginaire pur Im(z')<O0.
3°) Soit dans C I'équation E : (i-iz).?(1-i) = (1+2)2.(1+) et soit z une solution de E
a) Montrer que z est imaginaire pur

i—iz 52
; —e(2 J.

T
b) on pose z=i.tgo avec a e }— -, —[ .Montrer que =
2 2 1+z

¢/ Résoudre alors I'équation E (on donne tg I1/8 =v2-1).
EXERCICE 44:

T T -
Soit z un hombre complexe tq z=[p,0]. On donne Z= z - (cos§ +i sing) Z.

Déterminer le module et I'argument Z.
EXERCICE 45:

CoSa +1i.5in

Soit a.eR 1q 0 < o < /2 on considére le nombre complexe z = —
COSa —1.SIN &

1/ déterminer le module et I'argument de z.

2/ calculer le nombre complexe en fonction de a(vérifie que sa partie réelle est nulle).

Z+1
EXERCICE 46:
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1°/Résoudre dans C I'équation : (sin 0 )z? -(sin2 0 ) z+ l+cos? 0 =0 ot O estunréel de] O,H[ , on désigne par z' et z" les solutions de
cette équation.

2°/ Vérifier que z2 + 2% est indépendante de 0.

3°/ Soient M' et M" les points du plan complexe d'affixes respectives z' et z".

‘WH:Z V2

Déterminer O pour que l'ona: 0e ]% , H[ et

Exercice 47
1- Soit le nombre complexe z = cosa + i sina. oli o désighe un nombre réel

1
a- Ecrire sous forme trigonométrique — ; z" et — .Endéduire z- — et z"- —
z z Z z

en fonction de sino et sin(na).
1
b- Calculer de deux fagons (z - — )° en fonction de o. En déduire la linéarisation de sin®a
z

c- Résoudre dans IR I'équation : 16 sin®(x) = 10 sin(x) - 6 sin(3x).

: 2r) . (27 .
2-a- Soit Z= cos = +isin = . Calculer z° et en déduire que : 1+Z +Z2+Z3+Z*= 0

o 27 Arx 67 87
b- Déduire du a) les valeurs de X =cos| — | +cos | — |+cos| — | +cos | —
5 5 5 5

. (27[) ) (47[) ) (Gﬁj ) (87[}
Y=sin|— | + sin| — | +sin| — | + sin| —
5 5 5 5

3 - Soit x un nombre réel et z le nombre complexe cos(x) + i.sin(x)

a- Exprimer cos(x) et sin(x) en fonction de zet —.
VA

b- Montrer que, pour que le nombre réel x vérifie |'égalité: cos(x) + \/§ sin(x) = \/E (1) il faut et il suffit que z soit
racine d'une équation du second degré (E) que |'on écrira.
c- Résoudre I'équation (E). Ecrire les solutions sous forme trigonométrique et en déduire les solutions de |I'équation (1)

EXERCICE 48:
On considére la fonction f : C—C

i
Z->f(z) tq: f(2)=22z3-(3+2isin20)z*+(1+2sin26)z 5 sin20 tels que 6<[0,n/2[.

1/a- montrer qu'il existe un unique réel zo tels que pour tout réel 6 de]O, n/2[ona f (z0) = 0
a- achever la résolution, dans C, de I'équation f (z)=0. on désigne par z; et z2, les solutions autre que zo de I'équation f
(2)=0 .
b- écrire zo et z1 et z2 sous la forme exponentielle. . N \‘\ “m 0.,
2/ dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (o, i, j).
On consideére les points A, M, M2 d'affixes respectives zo, z1, z2.
Déterminer s'il existe un réel 6 de]O,n/2[pour que le triangle AMiM: soit rectangle et
isocele en A.
3/ soit I = Mi= Mz déterminer I'ensemble des points I, lorsque le réel 0 varie.
EXERCICE 49:
. 2r . 2m
1/ Soit zo= cos— + i sin—.
5 5
On pose o= zo+20* et P= zo%+20°
a- montrer que 1+ zo+ zo%+ zo®+ 20* = 0 et en déduire que a et B sont solutions de I'équation : (1) x?+ x - 1= 0.

2
b- Déterminer a en fonction de cos?.

V4
c- Résoudre I'équation (1) et en déduire la valeur de cos ?
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2/ ondésigne par Ao,A1,A2,A3,A4 les points d'affixes respectives 1,20,20%,20°,20* dans le plan
rapporté a un repére orthonormé (o,u,v) .

2

V4
a- soit H le point d'intersection de la droite (A1A4) avec |'axe (o, u), montrer que OH =cos —

b- Soit © le cercle de centre Q d'affixe -1/2 passant par B d'affixe i .ce cercle coupe I'axe (o, u) en Met N (M étant
le point d'abscisse positive).
Montrer que OM = o, ON= B et que H=0 - M.

c- en déduire une construction simple d'un pentagone régulier dont on conndit le centre o et un sommet Ao.

3/ atout nombre complexe u=-1, on associe z=

1 calculer u en fonction de z et trouver
u+

I'ensemble des points d'affixe u tels que | z|=1.
EXERCICE 50:
1/a- Montrer que les solutions de |'équation | z+i |=| z-i |, z € C, son tous de nombres réels .
b- En déduire que toute solution de (E) : (z+i)3=i (z-i)%,z € C peut s'écrire z= tga
avec a réel -n/2<a <n/2
b- Résoudre (E)
2/ déduire une seconde méthode des résolutions de (E) du fait que (-1) est solution de (E).
3/ déduire alors une valeur de tg(n/12).
EXERCICE 51 :

1°/ Soit O un réel de ] % 3%[ et I'équation :

(E): z%- [1+i(sine+fge)]z+sine(i-1'ge)=O.
a) Montrer que b =i sin O est une solution de (E). Déterminer l'autre solution a.

b) Déterminer le module et un argument de a.

2°/Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,u , V) , on considére I'application: f: P > P

My —> M) telquef(z)=az+b.

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

b) Déterminer 0 pour que f soit une similitude directe d'angle o

4

EXERCICE 52
1/ écrire sous forme trigonométrique les solutions de I'équation z°=1.

—1Z ..
2/ soit 0 €]-n,n[ , exprimer en fonction de 6 la solution de I'équation : o =C0S@ +1.sIn 6 .
+1Z
. {5 -
1-iz .
3/ résoudre dans C : (1 - ] =1. A ,\\‘\mpu
+1Z

4/ développer et ordonner I'expression (1-iz) °-(1+iz)°
Résoudre dans R : (1-iz)°-(1+iz)® =0
5/ déduire des questions précédents la valeur de tg(n/5).
Exercice 53:
On considére dans C I'équation :  (E): z® -(1-i) (m+1) z-i (m?+1)=0 ot m eC.
1°) Déterminer les valeurs de m pour que i soit une solution de (E), puis déterminer l'autre
solution.
2°) a) Résoudre dans C I'équation (E) ; soit Z' et z" les solutions
b) ou pose m= i e avec 0e]o,2n[ ; Déterminer le module et un argument de z' et z".
3°) Dans le plan complexe P muni d'un repére ON (o,u,v) on considere les points A ; M' et M"
d'affixes respectives 2i ; m-i et 1-mi ,déterminer la valeurs de m pour laquelle ona :

AM"=2AM"
AM', AM" | = —Z[27]
4
Exercice 54:
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a) soit aeN Résoudredans C: z? -2zcosa+1=0
b) résoudre dans: z?"-2z"cosa +1 =0 oti n eIN*
c) onposeP.(z)= z%"-2z"cosa +1.

n-1
a 2krx
1/ montrer que P, (z) = 1_[{22 —2zco8(—+—) +1}
k=0 n n
. a
e a kr) N 5
2/ calculer P, (1). Déduire que : | [sin 4 ——+— |= —12
koo 2n n 4"
_ = (a krx
3/ soita € ]o, n[.On pose Hn () = HSIn — 4+ —
K1 2n n
. a
SIn —
Montrer que 2"'Hy(a) = —02{
sin —
2n,
" L LT .27 (- n
En calculons la limite lorsque o tend vers O de Hn (o) déduire que : v n22ona: SIN —.SIN —...... SIN —— = o
n n n

Exercice 55:

Le plan complexe est rapporte d 1 RON direct (o, u, v).

1° Résoudre dans C I'équation : z* -2z +2sin? o - 2i sina.cosa. = 0 ol o € Jo,IT [.

On désignera par z' la solution de partie imaginaire positive et par z" 'autre solution.
a a ¢

2°/ Montrer que Z :ZCOSE el/2et 7" = 2i gin Ee'? :

3°/ Soient M et M" les points d'affixes respectives z'et 2"

a/ Calculer — . Déduire la nature du friangle OMM".
z

b/ Déterminer o pour que OM'M" soit isocele.
4°/ Déterminer I'ensemble des points M' (z') lorsque o varie dans  Jo,IT [.
Exercice 56:
Le plan complexe est rapporté a un ROND (o,d, v).unité 2cm .
On considére dans C I'équation(e) : z° -22% -iz + 3-i=0
1°/ a/montre que I'équation (e) admet une solution réelle zo que I'on déterminera.
b/déterminer les deux autres solutions z; et z2(ziest celle dont la partie imaginaire est
négative ).
2°/s0it z3=2i .on désigne par A,B.C et D les point d'affixes respectives zo , z1 , z2 et zz.montrer
que ABCD est un carré .
3°/on désigne par I le centre du carré ABCD et par J le milieu du cdté [BC].Montrer que les
points O ,.I,J et B sont cocycliques .
4°/Soit r la rotation de centre A et transformant B en D. ;
a/ on désigne par M le point d'affixe z et par M’ le point d'affixe Z image de M par r ‘\\Mo.,
déterminer et construire I'ensemble des points M’ tels que |Z'-2i| =2 .
b/ soit K le point d'affixe 3+3i. on pose C=r( C) et K'=r(K).
Monter que les points D,C 'et K' sont alignés .
EXERCICE 57:
Pour tout nombre complexe z , on pose P(z) = z3 - (8+3i)z® + (19+16i)z - 12 - 21i .
l.a- Vérifier que P(z) = O admet une solution réel.
b- Résoudre dans C |'équation P(z) = O on désigne par z1 et z2 les deux autres racines non
nulles et on suppose que | z1]<| z2|.
2-  Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0,i,j), on considere les points M, , M1 et M2 d'affixes respectives 3,
ziet z2.
a-  Montrer que le triangle MoMiM: est rectangle et isocéle.
b-  On considére I'application f de € dans € définie f(z) = az + b avec a et b sont deux hombres complexes . Déterminer a
et b pour f(3)=3 et f(z1) =2
3-  On consideére l'application S du plan complexe dans lui méme qui @ tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe
f(z).
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Reconnditre I'application S et donner ces éléments caractéristiques  (Juin 1992)
EXERCICE 58:
Soit U3 = 42 (-1+i ).
1/ vérifier que zo = \2 (1+i ) est solution de E.
2/ résoudre alors E et donner ses solutions sous leurs formes trigonométriques.

. — sous sa forme cartésienne.
1-cos(@)—i.sin(0)
4/ résoudre dans C |'équation : (2z -1)3=4 \2 (-1+i) Z°.
Exercice 59 :
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (o,u,v) .

3/ soit 0 un réel de 10,2x[. Ecrire Z =

V4
1/ soit U un nombre complexe de module 1 et d'argument 6<[0, E ]

Résoudre dans C |'équation : z2-(1+u+ @).z+1+0=0.
2/ soient A et B deux points d'affixes respectives zi et zz solutions de E tel que | z1|=1.
Déterminer 0 pour que le triangle OAB est rectangle en O .

V4
3/ déterminer |'ensemble des points I milieu d segment [AB] quant 6 varie dans [0 ;E 1

4/ soit le point C symétrique du point A par rapport a la droite (o, ).
b- montrer que la droite (BC) garde une direction fixe a préciser lorsque 6 varie.
c- Déduire I'affixe du point D pour que ABCD soit rectangle.
EXERCICE 60:
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (o,u,v).

z
1/ résoudre dans C |'équation (1) —1 = Z on donnera le module et un argument de chaque solution.

-2 .
2/ résoudre dans C |'équation (2) : —1 =1 on donnera la solution sous la forme algébrique.

3/ soit M,A et B les points d'affixes respectives: z,1et 2. On suppose que M est distinct des points A et B..

b- interpréter géométriqguement le module et un argument de

z-1
c- refrouver géométriqguement la solution de (2).
z-2Y'
4/a- montrer, d |'aide d'une interprétation géométrique, que toute solution de |'équation dans C : (—:J =i ou'n
Z -
désigne un entier naturel non nul donné, a pour partie réelle E .
. 2
b- résoudre dans C |'équation (3) : (—1j =1, on cherchera les solutions sous forme algébrique . .
Z— .
‘\\, -“m ﬂu

EXERCICE 61:

1) résoudre dans C I'équation : (1+i)z%-2z+1 - i =0

2) soit m un nombre complexe de module V2. résoudre dans C |'équation : mz2-2z+ M =0.
3) onposem= V2e™ ou a est un réel .
i"-a) —i[£+aj
a- montrer que les racines z' et z'' de E s'écrivent sous forme z'=€ * et z''=€ 4
b- dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (o,u,v) , on désigne par M' et M'' les points d'affixes
z' et z'' et Md'affixe z'+z'"' . montrer que z'/z'" = i . en déduire que (OM') L (OM"").

c- Montrer que le quadrilatére OM'MM'' est un carré .

EXERCICE 62

T
Le nombre réel o appartient a l'intervalle [0, E [. On désigne par a le nombre complexes coso+i sino.

1) calculer le module et un argument du nombre complexe a?-1.
2) On désigne par ' et 2" les nombres complexes qui sont racines de |'équation : z2-2az+1.
a- montrer que Z' et z" sont les racines de |'équation
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(z-a)?= a?-1.
b- Calculer le module et I'argument des nombres complexes (z - a) et (z"- a).
c- En déduire z' et z" sous forme algébrique.
3) dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (o,i,j) .on considére les points A,B,P,Met M' d'affixes respectives
1-1,a,7 et Z".
a- montrer que P est le milieu de [MM'],que OM. OM' =0A%=0B? et que (ox) est
bissectrice (OM,OM").
b- déduire de 2-a que PB. PA= PM? et (MM') est bissectrice de (PA,PB).
EXERCICE 63:
0 est un réel de I'intervalle [I1,-11]
1) a- résoudre dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation :
z%-2(1+cos 0)z + 2(1+cos 0)=0.
b- écrire les solutions z; et z2de cette équation sous la forme trigonométrique.
2) déterminer puis construire |'ensemble des points M d'affixe z; lorsque 6 décrit [-ILIT] .
Exercice 64 :
Soit dans I'ensemble C des nombres complexes |'équation :
(T) 4z* + 4 cos B(1+ cos 8)z%+(1+ cos 8)%= 0 Ou 8 €[0,m].
1) résoudre |'équation (I) pour 6 = .

1
2) on suppose 6 €[0,1[ et on pose z%= E (1+ cos 8)Z (II).

a- résoudre |'équation (IT) obtenu d'inconnu Z. Donner la forme trigonométrique des solutions.
b-on déduire les solutions de (I) sous la forme trigonométrique.
EXERCICE N°65

Soit O € b, 7[[, on considére I'équation dans C(E) : 2% + 4.2% + (5—-e%?).z —4i.sin 0" =0.
1) Prouver que € est une racine carrée complexe de 1+ 2.i.sin 6." .

2) Montrer que (- 2) est une racine de (E).
3) Résoudre dans IC I'équation (E).

4) Le plan est mené d'un RO.N(O, G, \7) . On considére les point A, M et M, daffixes respectives -2, 2, = -1+ e'let
z,=-1-¢".
a) Mettre sous forme exponentielle Z, et ;—l
2
b) Montrer que M et M, sont symétrique par rapport & un point fixe I & préciser.
c) Déterminer I} I'ensemble des points M, quand & varie.
d) Endéduire I, I'ensemble des points M, quand & varie.
e) Construirel et I,.
5) Montrer que O M, AM, estun rectangle.

6) Déterminer la valeur de @ pour la quelle on obtient un carré.
EXRCICE N° 66

A. Pourtout Z € IC onpose f(2) =4z° —2(1+2i)z° + (L+2i)z—i. .
1) Montrer que I'équation T (z) = 0 admet une solution dans IC imaginaire pure a. \*
2) Résoudre dans IC I'équation f(z) =0.

B. Onpose §(z) =2z° —2(1—cosx)z? +1—cosXavec X € [0, 7z[.g(z) = 0.
1) Résoudre dans IC I'équationg(z) =0.

2) Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, 1, J).

1 .. 1 ..
On considére les point M’ et M " d'affixes respectives Z'= 5 (I—cosx+isin x) et z'"= 5 (1—cosx —isin x).

1
a) Calculer Z'_E et

n 1‘
7"
2

b) En déduire que M’ et M" appartiennent a un méme cercle que I'on déterminera.
c) Ecrire Z' et 2" sous forme exponentielle.
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d) On considére les points A, B et C du plan d'affixes respectives Z, =1i,2; = 22

etZ. =27". Déterminer les réels x pour que ABCO soit un parallélogramme.
EXERCICE N°67

Soit f |'application de € dans C définie par f(z) = z* - V222-422-16
1-  Montrer que |'équation f(z) = O admet deux solutions imaginaires pures
2- En déduire |I'ensemble des solutions dans C de |'équation f(z) = O
3- On note A, B, C et D les images des solutions dans le plan muni d'un repere orthonormé

Montrer que A, B, C et D sont les sommets d'un trapéze.
EXERCICE N° 68

T 1 -2
Soit u un nombre complexe non nul tel que Arg(u) # T soit(E):z? —u.z+ 2 (u?+u’)=0.
1) Résoudre dans C I'équation (E). (on note z; et z2 les solutions).
V4 Vd
2) Montrer que Arg(z,) = 1 [7[]61’ Arg(z,) = ) [7[]

3) En déduire que O MiM: est un triangle rectangle. (avec O est l'origine du repére et M (z1) et Mz (z2)).
4) Montrer que AMiOM: est un rectangle. (avec A (u)).
EXERCICE N° 69

Résoudre dans C 'équation : z° — 2iz=0.

Soient O, A, B, C les images dans le plan complexe muni d'un RON (O, U, V) des solutions obtenus.

Montrer que ABC est équilatérale.
Exercice 70:
On considére dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation : (E) 2> + 2 (1-i) z* + (1+m? - 4i )z - 2i (1+m?) =0
ol m est un parametre réel non nul.
1°) a) Monter que (E) admet une racine imaginaire pure Zo que I'on déterminera.
b) Calculer en fonction de m les autres racines.
2°) Dans le plan complexe apporté @ un RON ( O,U, V) on considére les points A B, W' et M" d'affixes respectives
2i,(-2 -2i), (-1 -im et (-1+im).
a) Montrer que AM' BM" est parallélogramme.
b) Déterminer m pour que AM et BM" soit un rectangle.

Exercice n°71

1°) Résoudre dans l'ensemble C des hombres complexes I'équation : z%-(2+i)z+2i =0 .

2°) dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (o,u,v) on désigne par A et B les points d'affixe respective
zZ-1i

i et 2. atout point M du plan d'affixe z (z#2) on associe le point M' d'affixe z' défini par : z=

i(z-2)

1°) a- montrerque |Z|= ——
BM
b- En déduire que lorsque M décrit la médiatrice du segment [AB],le point M' décrit un cercle que I'on déterminera.
T
2°)a- montrer que (u, OM’)=(BM,AM)—E + 2K avec k € Z

b- montrer que si M appartient a la droite (AB) le point M’ appartient a une droite que I'on déterminera .
Exercice n° 72

itz= 2—7Z +isin2—7z Q “‘me
Soit z = cos( c ) ( 5 ) §5\\ %

1- Vérifierque z2°=1.Endéduire que 1+ z+ 22+ 22+ 2* = 0 ? L2
2-a- Exprimer z, z* , 23 et z* sous forme trigonométrique . 5
21 4r %,
b- Démontrer que : z + z* = 2COS(?) etz?+723= Z.COS(?) "[aos‘§0

27 T
3- Utiliser les résultat de 1 et 2 pour trouver une relation entre cos(?) et cos(? ).

2r 2r
4- Montrer que cos(?) est racine de I'équation 4x? + 2x -1 =0, En déduire la valeur de cos(? ).
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Exercice n® 73

V2
On notera i le nombre complexe de module 1 et d'argument E .On consideére la fonction polyndme P définie sur I'ensemble

C des nombres complexes par: P(z) = z ¥ 11272 + 482 -72.
1° Calculer P(6) . Montrer que P(z) = (z - 6)(z* - 6z +12)
2° Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Calculer le module et un argument de chaque solution .(On notera z, , z1 , z2 les solutions ;z1 étant celle dont la partie
imaginaire est la plus grande .zz étant celle dont la partie imaginaire est la plus petite .)
3°Le plan est muni d'un repére ortho normal (0,i,j) .Soient No, N1, Nz les points du plan d'affixes respectives z,, z1 et z2
Placer ces points Quelle est la nature du quadrilatére ONoNiN2 ? Justifier.
Exercice n° 74
Résoudre dans C I'équation : z* - a(2+i)z + 2a®i = O, ol a est un parametre complexe.
On désigne par Z' et 2" les solutions de cette équation.

- >

Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormées (o, U, V ) on considére les points A, N, M', M" d'affixes
respectives 1,a, z' et z".
Déterminer I'ensemble des points N pour lesquels les points A, M' et M" sont alignés.
Déterminer I'ensemble des points N pour lesquels ona: AM' = AM".
Exercice n° 75

p " T
@ est un réel de l'intervalle 10, E ]

1-a) Déterminer le module et un argument des nombres complexe : z1=1 - e etz=1- %,
b) En déduire le module et un argument du nombre complexe : z3=1+ el +e%
(on rappellera que a° —b® = (a—b)(a2+ab+b2?))
2- Résoudre dans C I'équation :
E, :z*-(2+ e’

Exercice n® 76

, T2 .((n—l)ﬂ'j
Soit Sp=sin(—)+sin(— )+.....+sin| ——— | .
n n n

30 : .
)z+1-€"7=0. Ondonnera les solutions sous forme exponentielle.

1 S
Montrer que S,= ———— . En déduire la limite de —* lorsque n tend vers +o .
tg( ") "
2n

Exercice n°® 77
Soit a un réel de l'intervalle J-n , n]
Onposeu=3.cosa-5isina et v= 5.cosa-3isina
4-  Montrer que v? - u? est une constante que |'on précisera.
5-  Soit I'équation (E) : 2z + (3.cos a - 5i sina)z - 2 =0
on note z' et z" les solutions de (E).
a- Sans calculer z' et 2", montrer que Arg(z') + Arg(z") =n [2n]
b- Résoudre dans C |'équation (E) et donner les solutions sous forme exponentielle.

6- Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, V) , on considere les points M' et M" d'affixes respectifs z'

et z".
Trouver les valeurs de a pour lesquelles OM'M" est un triangle rectangle en O

Exercice n® 78

Soit f(z)= 23 -(1-2sin O)z2+(1-2sin O)z-1 avec O € ]»H,H[ ‘m
1°/ a) Vérifier que f (1) = 0. %\ %
b) Résoudre alors I'équation (E). ? ‘g
2°/ Soient z1=1,2,=-sinO +icos O et zs=-sinO -icos O. “” \Q,
a) Déterminer le module et un argument de z; , zz et z3 . OI‘I 0 5‘\’

b) Montrer que |Z2-1| =|Z3- 1| .
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3°/ Soient dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O ,u, V) ,

les points A, B et C d'affixes respectives z1, z; et z3 .

— A ————
a) Déterminer (AB , AC) en fonctionde 0.

b) Déterminer O pour que le triangle ABC soit équilatéral.
EXERCICE 79 :
Soit dans C I'équation (E) : 2%+ (1 2% - C[_ z-1=000 AEC .
1°/ @) Montrer que si zo, z1et z, sont les solutions de (E) alors : zo .21z, = 0.

1

b) Montrer que si z est une solution de (E) alors = est aussi solution de (E).
Z

c) En déduire que (E) posséde au moins une solution de module 1.
2°/0n suppose que | 4 | =1
a) Vérifier que (- 1) est une solution de (E).

b) Soit O un argument de (. Déterminer les autres solutions de (E)en fonction de 0.

3°/ Utiliser ce qui précéde pour résoudre dans C |'équation :

273+ i/3 )22~ (1-i~/3 )z-2=0

EXERCICE 80 :

Soit dans C I'équation: z*-4 (1+i)z3+12iz*+8(1-i)z-2=0.
1°/ Déterminer les nombres complexes a et b tels que : (E) = (£ +2i)(Ff+az+b)=0.
2°/ Résoudre alors I'équation (E).

3°/ Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé, on considére les points A, B, C et D dont les af fixes sont les solutions de (E) .

Montrer que ABCD est un carré.

EXERCICE 81 :

2 _
Soit I'application f : P\N{O} F>P /  Mzy —> M) telleque: z' = ZZ Z4 pour z Z0

, . .
1°/ a) Démontrer que siz 2 iona: ZZ'+2211 :(ZZT—ZZil)z

A A——
b) On note A et B les points d'affixes respectives 2i et (-2i).Justifier que : (N['A, M'B) =2 (N[A ,MB) [21‘[] puis que
M'B _ MB

MA  MA"
2°/ Soit I le point d'affixe: -4+ 2.

— AN A

I
a) Déterminer (IA ,IB) et—
IB

b) Déterminer et construire I'ensemble E={ M €P/ m =2}

c) Enutilisant ce qui précede, construire le point I' image de I par f.

EXERCICE 82 :

1°/ a) Résoudre dans C I'équation:iz®-z+i=0.
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b) Mettre les solutions sous formes trigonométriques .

2°/ On rapporte le plan d un repére orthonormé direct (O A, V) et on pose A et B les points d'affixes respectives i et -

Soit I'application : f:P > P

M > N z telle que : z' = &5——-
@ @ d 1Z+ 1

a) Déterminer 'ensemble E = { M) / f(M) = M}.
b) Onpose z- i = re® et 7' = r'e® Montrer que : (2+2i) (z-i) = 1.Exprimer r' et 0 'en fonctionderet 0.

2,
=1

3°/ Soit I le point d'affixe :g +i(1+

a) Montrer que I est un point du cercle de centre A et de rayon 1.

b) Calculer I'affixe du vecteur IA et déterminer une mesure de I'angle (U, Al ).

EXERCICE 83 :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ,u,v ),

eib

Soit O € ] 0,m [ef M est le point d'affixe z = T3coso -

sin 0 cos 6

o . _+o0 _1_1.,.0
1°/a) Montrer que pour tout 0 e ]0,1‘[[ ona: 1+C086_tg2 et T+cosO -2 ztg 5

b) En déduire que lorsque O décrit ] 0, 1‘[[ le point M décrit une courbe ( r ) dont On donnera une équation.

2°/ Soit l'application f : P > P Mz —> M) telleque: z' = 1

V4

a) Exprimer l'affixe ' du point M en fonction de @ et déterminer sa forme exponentielle.
b) Soita=e®cosO et Ale point d'affixe a .Montrer que A appartient a un un cercle de centre I d'affixe % et de rayonR =

c) Montrer que A, M, M’ et O sont alignés .

d) Calculer l'affixe de AM' puis calculer AM' Expliquer comment peut-on construire M’ & partir de A.

EXERCICE 84 :

Soitf: > C z—>z7: 112

1°/ a) Calculer f ( _71 Yet f(1- % ). f est-elle bijective ?

b) Montrerque : f (z)=1 < Im(z)=

N

2°/ a) Montrerquef (z)=2 <& Z =Z z' +1i etque: z(1-72 z' )=i(z-1).

b) En déduire que : | Z'| #1 alors 7 admet un seul antécédent z par f

2i.

1
5

3°/ On note M et M' les points, du plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O ,ua,v ) daffixesz €Cet z' = f (2).

a) Déterminer et construire I'ensemble E des points M lorsque M’ décrit le cercle § de centre O et de rayon 2.
) . 1+2 3Im(z) )
b) Vérifier que pour tout z EC ona:z' -1=i (T ) z. En déduire que :

% “‘me
a\
=

HOR
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OM LIM avecI est le point daffixe 1.

c) Trouver alors une construction géométrique du point M d l'aide de M' € § .

4°/ Résoudre dans C I'équation (z + i)* = 16 (2)4; (on pose T = 1 —;Z )

EXERCICE 85 :

2
Soit f : P\ {O} k> P Mz —> M) telleque:z'=f(z)= Z_‘_Z#H

1°/ a) Comparer f(z) et f( % ). f est-elle bijective ?
b) Résoudre dans C” I'équation f (z) = z puis f (2) = O.

c) Exprimer f (e'®) en fonction de cos O .En déduire les réels O E]—%, %[ telsque: f(e'®)= 1+ |\/§ .

_

2°/ Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ,Aa,v ) ,on pose A, M et M les points d'affixes respectives (-1), z et
f(2)=z"et soit § le cercle de diamétre [OA].
a) Montrerque:f(z) EIR < Z=2Z ouzz=1

b) Montrer que : AM 1 AM' & Me § \{O} .

EXERCICE 86 :
1°/ Résoudre dans C I'équation : | z-1 | 24+ 7-1=0 . soit E I'ensemble des solutions .

22
2°/ Pour tout z € C\ E, on pose f(z) = — 1727,
|z-1|2+2z-1
iz
z-1

a) Montrer que : f(z) =

b) Ecrire sous forme algébrique : f (2+ 3i) et f (%+ iy):y €IR.

3°/ Dans le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O ,u ,V) ,

on note A, B et M les points d'affixes respectives : 1, - i et z et on pose M’ le point d'affixe z' = f (z).
a) Montrer que : M € med [OA] < M =B.

—_—

b) Montrer que (W? OM') = % + (ﬁf AW) [21‘[]. En déduire I'ensemble D des points M tels que O , M et M’ sont
alignés
4°/ Onpose z=e® avec O € ]0,21‘[ [ .
a) Trouver en fonction de @ le module et un argument de f(z).

b) Déterminer et construire I'ensemble des points M¢) tel que : OM=let M € Aty =x

EXERCICE 87 :

Soit f l'application de C\{2i} dans C définie par : f (z) = Zzz_éi .

1°/Résoudre I'équation f (z) = z. On donnera les solutions z; et z, sous formes algébriques et sous formes trigonométriques.

2°/ Déterminer et construire I'ensemble suivant : E = {M(,) / f (z) est imaginaire pur }.
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3°/ a) Montrer que : | Z|=1 = | f(z) |:1.
b) En déduire I'ensemble F = {M(; / f (z) =1}. Construire F.

4°/ Soit @ :PFH>P Mz —>M ) telle que: 2= -% ]'2 Z+ %

Donner la nature et les éléments caractéristiques de @ . Montrer que ¢ (F) = E.

EXERCICE 88 :

Le but de cette exercice est montrer, a I'aide des nombres complexes, qu'un triangle ABC dans lequel le centre O de son cercle circonscrit

est aussi isobarycentre des points A, B et C ; est un triangle équilatéral. On désigne par P le plan complexe rapporté a un repére orthonormé

.21n
_— — i—
direct (O, u,v )etonnotej= € 3 |

1°/ a) Mettre j et j? sous forme algébrique.
b) Montrer que : 1+ j+ j2=0et que ] =2
2°/ On cherche les nombres complexes tels que : | A | =| 1+2z | ™).

a) Montrer que j satisfait au condition (*).
b) Montrer que : pour qu'un nombre complexe z =x + i y ;avec x et y sont des réels,

1

Satisfait a la condition (*)ona: x = - 7 . En déduire que j et ] sont les seuls hombres complexes satisfaisant a (*) .

3°/ Soit A, B et C trois points du cercle de centre O et de rayon R . On suppose que O est l'iso barycentre de A, B et C ,( cad

Py b c
OA +0OB +0OC =0 ). Soientab et c les affixes respectives de A,B et C etonpose: p= — etq=— .
a a

a) Mon‘rrerque:|p|:|q|:1 etque:1+p+q=0.

b) Montrer, en utilisant 2°/ b) ,que I'on a soit p = joup = ]

c) Dans la suite on suppose que p = j.

d) Montrer que:q-=j*= _]_

e) Montrerque:b-a=(j-1)a: c-b=(j-1)b et c-a=(j-1)a En déduire que le triangle ABC est équilatéral.
Exercice n® 89

Calculer A, = ZCS"

aAlMe
: W\,

2 Nz —
On montreraque Ap= — + — COS(—] = <=
3 3 : <3
Exercice n® 90 * QD
k=n-1 %o al 5‘%.
. kr n 0
Calculer B, = Hsm T rep (= 2—n)
k=1
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	Exercice n 71
	Soit dans C l’équation :  z4 – 4 ( 1+ i) z3 + 12 i z2 + 8 ( 1- i )z –2 = 0.
	Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct,

